
Diophantus 指数

集训队讲座

2025 年 3 月 26 日

摘要

我们介绍几种 Diophantus 指数的定义, 证明一些容易的结论, 并介绍一些开放问题及进
展.

1 几种 Diophantus 指数的定义
故事要从 “Dirichlet 小定理” 说起.

定理 1 (Dirichlet, 1842). 设 n是一个正整数,设 ξ是一个实数. 则,对任何正实数 H,存在 n+1元

非零整数组 (x0, x1, . . . , xn) ∈ Zn+1 \ {0} 使得

max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|} ⩽ H, 且 |x0 + x1ξ + x2ξ
2 + · · ·+ xnξ

n| < H−n.

定理 1 的证明是抽屉原理的简单应用. 对于 n = 1 这一情况, 稍加分析, Dirichlet 得到了如
下结论: 对任何无理数 ξ ∈ R \Q, 存在无穷多个有理数 p/q 使得 |ξ − p/q| < 1/q2. 这是关于有理
数逼近实数的一个结论. 有理数是一次的代数数, 很自然地, 我们想研究代数数逼近实数的问题.
为了描述逼近的程度, 人们引入了几种不同的指数. 在介绍它们之前, 我们先约定一些记号. 对于
一个复系数多项式 P (X) = a0 + a1X + · · ·+ anX

n ∈ C[X], 我们记

∥P∥ := max
0⩽j⩽n

|aj|,

称 ∥P∥ 为多项式 P 的高度. 对任何代数数 α ∈ Q, 我们记

H(α) := ∥Pα∥,

其中 Pα ∈ Z[X]\{0}是 α的最小多项式. 称 H(α)为代数数 α的高度. 我们用记号 Z[X]deg⩽n 表

示所有次数不超过 n 的整系数多项式构成的集合 (包括零多项式). 我们用记号 Qdeg⩽n 表示 C 中
所有次数不超过 n 的代数数. 对任意非空实数集合 S ⊂ R, 我们用 supS 表示 S 的上确界 (允许
取 +∞).
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定义 2. 对实数 ξ 与正整数 n, 我们定义

ωn(ξ) := sup
{
ω ∈ R>0 | ∀H0 > 0∃H > H0∃P ∈ Z[X]deg⩽n 使得 ∥P∥ ⩽ H 且 0 < |P (ξ)| ⩽ H−ω

}
.

换言之, ωn(ξ) 是满足以下条件的正实数 ω 的上确界: 存在任意大的正实数 H 使得

∥P∥ ⩽ H 且 0 < |P (ξ)| ⩽ H−ω

有解 P ∈ Z[X]deg⩽n.

定义 3. 对实数 ξ 与正整数 n, 我们定义

ω̂n(ξ) := sup
{
ω̂ ∈ R>0 | ∃H0 > 0∀H > H0∃P ∈ Z[X]deg⩽n 使得 ∥P∥ ⩽ H 且 0 < |P (ξ)| ⩽ H−ω̂

}
.

换言之, ω̂n(ξ) 是满足以下条件的正实数 ω̂ 的上确界: 对所有充分大的正实数 H,

∥P∥ ⩽ H 且 0 < |P (ξ)| ⩽ H−ω̂

有解 P ∈ Z[X]deg⩽n.

定义 4. 对实数 ξ 与正整数 n, 我们定义

ω∗
n(ξ) := sup

{
ω∗ ∈ R>0 | 存在无穷多个 α ∈ Qdeg⩽n 使得 0 < |α− ξ| ⩽ H(α)−ω∗−1

}
.

根据定义 2, 定义 3, 以及定理 1, 我们立即得到以下的简单引理.

引理 5. 对任意正整数 n 与实数 ξ ∈ R \Qdeg⩽n, 我们有

ωn(ξ) ⩾ ω̂n(ξ) ⩾ n.

从测度的角度看, 我们对这几种指数 “100%” 地了解.

定理 6 (Sprindžuk [13], 1967). 对几乎所有实数 ξ (相对于 Lebesgue 测度), 有

ωn(ξ) = ω∗
n(ξ) = ω̂n(ξ) = n, ∀n ∈ N.

然而, 对具体的实数 ξ, 确定这几种 Diophantus 指数通常是非常困难的, 仍有很多未被解决
的问题.

问题 7. 对圆周率 π, 是否有
ω1(π) = ω∗

1(π)
?
= 1.

问题 8 (Wirsing 猜想). 对任意实超越数 ξ ∈ R \Q, 对任意正整数 n, 是否总是有

ω∗
n(ξ)

?

⩾ n.

问题 9. 设 n 是正整数. 是否存在实超越数 ξ ∈ R \Q, 使得

ω̂n(ξ) > n?
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引理 10. 对任意正整数 n 与实数 ξ ∈ R \Qdeg⩽n, 有

ωn(ξ) ⩾ ω∗
n(ξ).

证明. 由 Dirichlet 定理知 ω∗
n(ξ) ⩾ ω∗

1(ξ) ⩾ 1. 任取正实数 ω∗ < ω∗
n(ξ). 则由 ω∗

n(ξ) 的定义 (见定
义 4),存在无穷多个 α ∈ Qdeg⩽n满足 0 < |α−ξ| ⩽ H(α)−ω∗−1 ⩽ 1. 设 Pα(X) ∈ Z[X]\{0}是 α的

最小多项式. 由于 ξ /∈ Qdeg⩽n, 故 Pα(ξ) ̸= 0. 设

Pα(X) = a0 + a1X + · · ·+ anX
n, 其中 (a0, a1, . . . , an) ∈ Zn+1 \ {0}, max

0⩽j⩽n
|aj| = H(α).

则 ∣∣∣∣Pα(ξ)

ξ − α

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Pα(ξ)− Pα(α)

ξ − α

∣∣∣∣ ⩽ n∑
j=1

|aj|
∣∣∣∣∣
j−1∑
k=0

ξj−1−kαk

∣∣∣∣∣ ⩽ n2(1 + |ξ|)nH(α).

于是

0 < |Pα(ξ)| ⩽ |ξ − α| · n2(1 + |ξ|)nH(α) ⩽ n2(1 + |ξ|)n ·H(α)−ω∗
.

由于这样的 Pα(X) ∈ Z[X]deg⩽n有无穷多个,故由 ωn(ξ)的定义 (见定义 2),对任何 ε > 0有 ωn(ξ) ⩾
ω∗ − ε. 这便推出 ωn(ξ) ⩾ ω∗

n(ξ).

引理 11. 对任意无理数 ξ ∈ R \Q, 有
ω̂1(ξ) = 1.

证明. 设 {pℓ/qℓ}+∞
ℓ=1 是 ξ 的渐近分数. 对 ℓ ⩾ 4, 我们有 qℓ − qℓ−1 ⩾ qℓ−2 ⩾ 2. 于是, 对任意满

足 1 ⩽ q ⩽ qℓ − 1 的整数 q, 我们有

∥qξ∥ ⩾ ∥qℓ−1ξ∥ >
1

qℓ + qℓ−1

⩾ 1

2(qℓ − 1)
.

这表明对于 H = qℓ − 1, (ℓ ⩾ 4), 不存在整数 p, q 使得

max{|p|, |q|} ⩽ H 且 0 < |qξ − p| ⩽ 1

2H
.

故 ω̂(ξ) ⩽ 1. 又由 Dirichlet 定理, 有 ω̂(ξ) ⩾ 1, 故 ω̂(ξ) = 1.

定义 12 (Mahler 测度 [8]). 设 m 是任意非负整数. 对任意次数为 m 的非零多项式 P (X) =

am
∏m

j=1(X−αj) ∈ C[X]\{0}, (其中 αj ∈ C, j = 1, . . . ,m,而 am ∈ C×),我们定义它的Mahler测
度为

M(P ) := |am|
m∏
j=1

max{1, |αj|}.

(当 P = a0 为非零常数多项式时, 约定 M(P ) = |a0|.)
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引理 13. 对任意非零复系数多项式 P ∈ C[X] \ {0}, 记 m = degP , 则我们有(
m

⌊m/2⌋

)−1

· ∥P∥ ⩽ M(P ) ⩽
√
m+ 1 · ∥P∥.

证明. 由根与系数的关系及定义 12, 有

∥P∥ ⩽
(

m

⌊m/2⌋

)
M(P ).

这证明了引理的第一个不等式.
由定义 12 及复分析中熟知的 Jensen 公式, 我们有

M(P ) = exp
(∫ 1

0

log |P (e2πit)|dt
)
. (1)

由 (1), Jensen 不等式 (log(·) 是上凸函数), 及 Cauchy 不等式, 我们推出

M(P ) ⩽
∫ 1

0

|P (e2πit)|dt ⩽
 ∫ 1

0

|P (e2πit)|2dt ⩽
√
m+ 1 · ∥P∥.

这证明了引理的第二个不等式.

引理 14 (Gel’fond 引理 [7], 又见 [2, Lemma A.3]). 设 r 是正整数. 设 P1(X), . . . , Pr(X) ∈
C[X] \ {0}. 记 n = deg(P1 · · ·Pr). 则我们有

2−n∥P1∥ · · · ∥Pr∥ ⩽ ∥P1 · · ·Pr∥ ⩽ 2n∥P1∥ · · · ∥Pr∥.

证明. 设 degPj = nj, (j = 1, . . . , r), 则 n = n1 + · · · + nr. 由引理 13 及 Mahler 测度的乘性, 我
们得到

r∏
j=1

∥Pj∥ ⩽
r∏

j=1

(
nj

⌊nj/2⌋

)
M(Pj)

=

(
r∏

j=1

(
nj

⌊nj/2⌋

))
M(P1 · · ·Pr)

⩽
(

r∏
j=1

(
nj

⌊nj/2⌋

))√
n+ 1 · ∥P1 · · ·Pr∥.

利用初等的不等式 (
a

⌊a/2⌋

)
⩽ 2a√

a+ 1
, ∀a ∈ Z⩾0,

(上式可以通过对偶数 a 归纳, 再从偶数的结论推出奇数的结论来证明) 我们得到(
r∏

j=1

(
nj

⌊nj/2⌋

))√
n+ 1 ⩽ 2n.
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以上证明了引理的第一个不等式. 而引理的第二个不等式是平凡的:

∥P1 · · ·Pr∥ ⩽ (n1 + 1) · · · (nr + 1)∥P1∥ · · · ∥Pr∥ ⩽ 2n1+···+nr∥P1∥ · · · ∥Pr∥.

引理 15 (Wirsing [15], 1961). 设 n ∈ N 及 ξ ∈ R \Qdeg⩽n. 则对任意正实数 ω < ωn(ξ), 存在无穷
多个不可约整系数多项式 P 使得 1 ⩽ degP ⩽ n, 且

0 < |P (ξ)| ⩽ ∥P∥−ω.

证明. 我们用反证法. 设正实数 ω < ωn(ξ). 假设集合

P(ω) =
{
P ∈ Z[X]

∣∣∣ P 不可约, 1 ⩽ degP ⩽ n, 且 0 < |P (ξ)| ⩽ ∥P∥−ω
}

是一个有限集. 则集合

Q(ω) =
{
Q ∈ Z[X]deg⩽n

∣∣∣ Q 是 P(ω) 中若干个 (可以重复) 不可约多项式的乘积
}

也是一个有限集 (用到了 degQ ⩽ n). 这里我们约定 1 ∈ Q(ω) (看作是零个 P(ω) 中不可约多项

式的乘积).
对任意多项式 R ∈ Z[X]deg⩽n \ {0}, 我们可以将其分解成

R = aQ1Q2,

其中 a ∈ Z \ {0}, Q1 ∈ Q(ω), 而 Q2 = P1 · · ·Ps, 其中 s ⩾ 0, P1, . . . , Ps 是非常数的不可约整系数

多项式 (可以重复), 且 Pj /∈ P(ω). (当 s = 0 时 Q2 = 1.) 由于 Pj /∈ P(ω), 有

|Pj(ξ)| > ∥Pj∥−ω, j = 1, . . . , s.

由于 Q(ω) 是有限集, 故存在常数 c > 0 使得

|Q1(ξ)| ⩾ c, ∀Q1 ∈ Q(ω).

于是我们推出

|R(ξ)| = |a||Q1(ξ)|
s∏

j=1

|Pj(ξ)|

⩾ c · |a|
s∏

j=1

∥Pj∥−ω

⩾ c · |a|−ω∥Q1∥−ω

s∏
j=1

∥Pj∥−ω (因为 |a| ⩾ 1, ∥Q1∥ ⩾ 1, 及 ω > 0)

⩾ c2−nω · ∥R∥−ω (用到了引理 14, 及 ω > 0).

上式对任意多项式 R ∈ Z[X]deg⩽n \ {0} 成立, 这推出 ωn(ξ) ⩽ ω, 矛盾.
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引理 16. 设 ξ ∈ C. 设正整数 m ⩾ 2, 设 P 是一个无重根的 m 次整系数多项式. 则存在 P 的一

个根 α 使得

|α− ξ| ⩽ (2m)m · ∥P∥m−2|P (ξ)|.

证明. 设 P (X) = am
∏m

j=1(X − αj), 其中 αj ∈ C, (j = 1, . . . ,m), 而 am ∈ Z \ {0}. 不妨
设 |α1 − ξ| ⩽ · · · ⩽ |αm − ξ|.

考虑 P 的判别式

Disc(P ) := a2m−2
m

∏
1⩽j<k⩽m

(αj − αk)
2.

根据对称多项式基本定理, 判别式 Disc(P ) 可以表示成 P 的系数的整系数多项式. 一方面, 由
于 P 是无重根的整系数多项式, 有

|Disc(P )| ⩾ 1.

另一方面, 利用 Vandermonde 行列式与 Hadamard 不等式, 有

|Disc(P )| =

(
|am|2m−2

m∏
j=2

|α1 − αj|2
)

·
∣∣det(αs

j)2⩽j⩽m, 0⩽s⩽m−2

∣∣2
⩽
(
|am|2m−2

m∏
j=2

|α1 − αj|2
)

·
m∏
j=2

m−2∑
s=0

|αj|2s

⩽
(
|am|2m−2

m∏
j=2

|α1 − αj|2
)

· (m− 1)m−1

m∏
j=2

max{1, |αj|}2m−4

⩽
(
|am|2

m∏
j=2

|α1 − αj|2
)

· (m− 1)m−1M(P )2m−4,

其中 M(P ) 是 P 的 Mahler 测度 (见定义 12). 注意到 |α1 − αj| ⩽ 2|αj − ξ|, (j = 2, . . . ,m), 我们
得到

|α1 − ξ| ⩽ |α1 − ξ| · |Disc(P )|1/2 ⩽ 2m−1(m− 1)(m−1)/2M(P )m−2|P (ξ)|.

由上式及引理 13, 得

|α1 − ξ| ⩽ 2m−1(m− 1)(m−1)/2(m+ 1)(m−2)/2∥P∥m−2|P (ξ)|

⩽ (2m)m∥P∥m−2|P (ξ)|.

取 α = α1 即可.

定理 17 (Wirsing [15], 1961). 对任意正整数 n 与实数 ξ ∈ R \Qdeg⩽n, 有

ω∗
n(ξ) ⩾ ωn(ξ)− n+ 1.



2 三种指数 ωn, ω̂n, 及 ω∗
n 之间的简单关系 7

证明. 对于 n = 1, 由定义易知 ω∗
1(ξ) = ω1(ξ), 此时引理成立. 以下设 n ⩾ 2.

由 Dirichlet 定理知 ωn(ξ) ⩾ n. 任取正实数 ω 满足 n− 1 < ω < ωn(ξ). 由引理 15, 存在无穷
多个非常数的不可约多项式 P ∈ Z[X]deg⩽n, 使得

0 < |P (ξ)| ⩽ ∥P∥−ω.

若 degP ⩾ 2, 则由引理 16, 存在 P 的一个根 α 使得

|α− ξ| ⩽ (2n)n∥P∥n−2|P (ξ)|.

因 n ⩾ 2, 当 degP = 1 时上式仍然成立. 注意 P 是 α 的最小多项式. 于是我们得到

0 < |α− ξ| ⩽ (2n)n∥P∥n−2−ω = (2n)nH(α)n−2−ω.

上式对无穷多个 α ∈ Qdeg⩽n 成立, 故 ω∗
n(ξ) ⩾ ω − n+ 1. 令 ω → wn(ξ) 便完成证明.

引理 18. 设 P (X) ∈ C[X], degP = m ⩾ 1. 设 ξ ∈ C 满足 P ′(ξ) ̸= 0. 则存在 P 的一个根 α 使

得

|α− ξ| ⩽ m
|P (ξ)|
|P ′(ξ)|

.

证明. 若 P (ξ) = 0, 则结论显然成立. 以下设 P (ξ) ̸= 0. 设 P (X) = am
∏m

j=1(X − αj), 其
中 αj ∈ C, (j = 1, . . . ,m), 而 am ∈ C×. 不妨设 |α1 − ξ| ⩽ · · · ⩽ |αm − ξ|. 则∣∣∣∣P ′(ξ)

P (ξ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

m∑
j=1

1

ξ − αj

∣∣∣∣∣∣ ⩽ m

|α1 − ξ|
,

故

|α1 − ξ| ⩽ m
|P (ξ)|
|P ′(ξ)|

.

定理 19 (Bugeaud and Laurent [3, Theorem 2.1], 2005). 对任意正整数 n 与实数 ξ ∈ R \Qdeg⩽n,
有

ω∗
n(ξ) ⩾

ω̂n(ξ)

ω̂n(ξ)− n+ 1
.

证明. 由定义 4 及定义 3 易知, 对任何 N ∈ Z \ {0}, 有 ω∗
n(Nξ) = ω∗

n(ξ) 以及 ω̂n(Nξ) = ω̂n(ξ).
故我们可不妨设

0 < ξ <
1

10
.

由 Dirichlet 定理知 ω̂n(ξ) ⩾ n, 故
ω̂n(ξ)

ω̂n(ξ)− n+ 1
⩽ n.
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如果 ω∗
n(ξ) ⩾ n, 则本引理已得证. 以下假设

ω∗
n(ξ) < n.

(又由 Dirichlet 定理有 ω∗
1(ξ) ⩾ 1, 于是在上述假设下有 n ⩾ 2.) 任取实数 A 使得

ω∗
n(ξ) < A− 1 < n. (2)

(注意由 ω∗
1(ξ) ⩾ 1 有 A > 2.) 由定义 4, 对任意 α ∈ Qdeg⩽n, 除去至多有限个例外以外, 有

|α− ξ| > H(α)−A. (3)

任取实数 c 使得

0 < c <
n− A+ 1

A− 2
. (4)

对任意 H ⩾ 2, 由 Minkowski 凸体定理, 存在非零多项式 P (X) = a0 + a1X + · · · + anX
n ∈

Z[X]deg⩽n \ {0} 满足

|a1| ⩽ H1+c, (5)

|a2|, . . . , |an| ⩽ H, (6)

|P (ξ)| ⩽ H−n−c. (7)

由式 (7) 及 0 < ξ < 1/10 易得

|a0| < max{|a1|, . . . , |an|},

故 ∥P∥ = max{|a1|, . . . , |an|} (这蕴含 degP ⩾ 1). 如果 ∥P∥ = |a1|, 则

|P ′(ξ)| = |a1 + 2a2ξ + · · ·+ nanξ
n−1|

⩾ |a1| −
(

2

10
+

3

102
+ · · ·+ n

10n−1

)
|a1|

>
|a1|
2

=
∥P∥
2

.

则由引理 18, 存在 P 的一个根 α, 使得

|P (ξ)| ⩾ |P ′(ξ)|
n

|α− ξ| > ∥P∥
2n

|α− ξ|.

注意当 H → +∞ 时, 上式推出 |α − ξ| → 0, 于是若 H 充分大, 则多项式 P 的根 α 满足式 (3).
而引理 14 推出 H(α) ⩽ 2n∥P∥. 于是有

H−n−c ⩾ |P (ξ)| > ∥P∥
2n

H(α)−A ⩾ ∥P∥
2n

(2n∥P∥)−A ⩾ 1

2An+1n
H(−A+1)(1+c), (8)
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上式中第一个不等式用到了 (7),而最后一个不等式用到了 ∥P∥ = |a1|与 (5). 但是,由 (4)有−n−
c < (−A+ 1)(1 + c), 故当 H 充分大时 (8) 不可能成立.

以上的论证表明, 对所有充分大的正实数 H, 多项式 P 满足 ∥P∥ = max{|a2|, . . . , |an|}, 于是
结合 (6)(7), 有

∥P∥ ⩽ H, 且 |P (ξ)| ⩽ H−n−c.

故由定义 3, 我们得到
ω̂n(ξ) ⩾ n+ c.

这对任何满足 (4) 的实数 c 成立, 令 c → (n− A+ 1)/(A− 2) 得到

ω̂n(ξ) ⩾ n+
n− A+ 1

A− 2
.

于是
ω̂n(ξ)

ω̂n(ξ)− n+ 1
⩽ A− 1.

而上式对任何满足 (2) 的实数 A 成立. 令 A → ω∗
n(ξ) + 1, 我们便得到

ω̂n(ξ)

ω̂n(ξ)− n+ 1
⩽ ω∗

n(ξ).

本引理得证.

3 无理指数 µ(ξ)

由引理 11, 对任何无理数 ξ ∈ R \ Q 总有 ω̂1(ξ) = 1. 而由定义 2, 定义 4, 及 Dirichlet 定理,
易知 ω1(ξ) = ω∗

1(ξ) ⩾ 1.

定义 20. 对任意实数 ξ, 我们定义
µ(ξ) := ω∗

1(ξ) + 1.

换言之, µ(ξ) 是满足以下条件的正实数 µ 的上确界: 存在无穷多个有理数 p/q 使得

0 < |ξ − p/q| ⩽ max{|p|, |q|}−µ.

我们称 µ(ξ) 为实数 ξ 的无理指数. 由 Dirichlet 定理知

µ(ξ) ⩾ 2, ∀ξ ∈ R \Q.
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而从定义易得

µ(ξ) = 1, ∀ξ ∈ Q.

从测度的角度看, 对几乎所有实数 ξ 有 µ(ξ) = 2 (见定理 6). 然而, 对具体的 ξ, 确定 µ(ξ) 通常是

非常困难的.

定义 21. 若实数 ξ 满足 µ(ξ) = +∞, 则称 ξ 为 Liouville 数.

定理 22 (Liouville, 1850). Liouville 数存在.

ξ =
+∞∑
k=1

1

10k!

是一个 Liouville 数. 任何 Liouville 数均是超越数.

引理 23. 对任意无理数 ξ ∈ R \Q, 对任意(
a b

c d

)
∈ GL2(Z),

有

µ

(
aξ + b

cξ + d

)
= µ(ξ).

引理 24. 对任意无理数 ξ ∈ R \Q, 对任意正整数 d, 有

µ(ξ) ⩽ d · µ(ξd).

引理 25. 设无理数 ξ ∈ R \Q 的渐近分数为 {pℓ/qℓ}+∞
ℓ=1 . 则

µ(ξ) = 1 + lim sup
ℓ→+∞

log qℓ+1

log qℓ
.

定理 26 (Euler, 1737). 自然对数底 e 的简单连分数为

e = [2; {1, 2k, 1}k⩾1] = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, . . .].

特别的,
µ(e) = 2.

事实上, 对于 e 的有理逼近, 我们知道得更精细一点.

定理 27 (Davis [5, 6], 1979). 一方面, 存在无穷多个有理数 p/q 使得∣∣∣∣e− p

q

∣∣∣∣ < 1

2
· log log q
q2 log q .

另一方面, 对任意 ε > 0, 仅存在有限个有理数 p/q 使得∣∣∣∣e− p

q

∣∣∣∣ < 1− ε

2
· log log q
q2 log q .
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对圆周率 π, 我们仍不知道 µ(π) 的具体值.

定理 28 (Zeilberger and Zudilin, 2020). 对圆周率 π, 有

µ(π) < 7.103205334138.

1955 年, Roth 给出了一个深刻的结果.

定理 29 (Roth [12], 1955). 对任意无理代数数 ξ ∈ Q \Q, 有

µ(ξ) = 2.

以下罗列一些其它常数的无理指数的已知上界.

定理 30 (Rhin and Viola [11], 2001). 对 Apéry 常数

ζ(3) =
+∞∑
m=1

1

m3
,

有

µ(ζ(3)) < 5.513891.

定理 31 (Marcovecchio [9], 2009). 我们有

µ(log 2) < 3.57455391.

定理 32 (Bondareva, Luchin and Salikhov [1], 2018). 我们有

µ(log 3) < 5.116201.

定理 33 (Zudilin [17], 2014). 我们有

µ(π2) < 5.09541179.

4 Wirsing 猜想
关于 Diophantus 指数的一个基本的仍未被解决的问题是 Wirsing 猜想.

猜想 34 (Wirsing 猜想). 对任意实超越数 ξ ∈ R \Q, 对任意正整数 n, 有

ω∗
n(ξ)

?

⩾ n.
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由 Dirichlet 定理知Wirsing 猜想对于 n = 1 的情况成立. 1967 年, Davenport 和 Schmidt 证
明了 Wirsing 猜想对于 n = 2 的情况成立. 事实上, 对于 n = 2, 他们证明了稍强一点的结果.

定理 35 (Davenport and Schmidt [4], 1967). 对任意 ξ ∈ R \ Qdeg⩽2, 对任意 ε > 0, 存在无穷多
个 α ∈ Qdeg⩽2 使得

|α− ξ| < 160 + ε

9
max{1, |ξ|2} ·H(α)−3.

特别的,
ω∗
2(ξ) ⩾ 2.

对任何 n ⩾ 3, Wirsing 猜想是否正确仍是未知的.

定理 36 (Tsishchanka [14], 2007). 对任意 ξ ∈ R \Qdeg⩽3, 有

ω∗
3(ξ) > 2.7304.

对于一般的正整数 n, 最近 Poëls 取得了一个重要进展.

定理 37 (Poëls [10], 2025). 对任意实超越数 ξ ∈ R \Q, 对任意正整数 n, 有

ω∗
n(ξ) >

n

2− log 2 .

注意 1/(2− log 2) ≈ 0.765.
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